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�åøåíèÿ íà çàäà÷èòå îò òåìàòà çà 10-12 êëàñ

Çàäà÷à 1. Äà ñå ðåøè óðàâíåíèåòî
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Ïúðâî ðåøåíèå. Ïðè x ≥ 0 èìàìå, ÷å
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Ïîíåæå

√
x+ 15 + 4 >
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x+ 3 + 2 >

√
x + 1, òî èçðàçúò âúâ âòîðèòå ñêîáè å ïîëîæèòåëåí.

Ñëåäîâàòåëíî f(x) = 0 ñàìî ïðè x = 1.

Îöåíÿâàíå. 1 ò. çà f(1) = 1, 4 ò. çà ðàöèîíàëèçèðàíå è 2 ò. çà äîâúðøâàíå.

Âòîðî ðåøåíèå. Ïðè x > 0 èìàìå, ÷å
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Ñëåäîâàòåëíî f å ñòðîãî ðàñòÿùà �óíêöèÿ è çíà÷è óðàâíåíèåòî f(x) = 0 èìà íàé-ìíîãî åäíî

ðåøåíèå. Îñòàâà äà çàáåëåæèì, ÷å f(1) = 0.

Îöåíÿâàíe. 1 ò. çà f(1) = 0, 2 ò. çà íàìèðàíå íà f ′, 2 ò. çà f ′ > 0 è 2 ò. çà èçâîä.

Çàäà÷à 2. Äàäåí å èçïúêíàë ÷åòèðèúãúëíèê ABCD. Úãëîïîëîâÿùèòå íà <) ADB è <) BDC

ïðåñè÷àò ñòðàíèòå AB è BC â òî÷êèòå C1 è A1. Äà ñå äîêàæå, ÷å öåíòúðúò íà âïèñàíàòà

îêðúæíîñò â △ABC ëåæè íà îòñå÷êàòà A1C1 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ABCD å âïèñàí â

îêðúæíîñò.

�åøåíèå. Ùå èçïîëçâàìå ñòàíäàðòíèòå îçíà÷åíèÿ çà åëåìåíòèòå íà △ABC. Èìàìå, ÷å

SA1BI =
A1B.r

2
= A1B.

SABC

a+ b+ c
, SC1BI =

C1B.r

2
= C1B.

SABC

a + b+ c
,

SA1B1C =
A1B

a
.
C1B

c
SABC .

Òîãàâà
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Íåêà BD = d, AD = e è CD = f. Îò ñâîéñòâîòî íà úãëîïîëîâÿùèòå èìàìå, ÷å
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Òîãàâà

(1) ⇔ ad(d+ e) + cd(d+ f) = d2(a + b+ c) ⇔ ae + cf = bd.

Ñúãëàñíî òåîðåìàòà íà Ïòîëåìåé è íåéíàòà îáðàòíà ïîñëåäíîòî îçíà÷àâà ABCD äà å âïèñàí â

îêðúæíîñò.

Çàáåëåæêà. Òâúðäåíèåòî íà çàäà÷àòà ñëåäâà è îò ïðîåêòèâíàòà òåîðåìà íà Ïàñêàë è íåéíàòà

îáðàòíà.

Îöåíÿâàíå. 3 ò. çà (1) u 4 ò. çà äîâúðøâàíå. 4 ò., àêî å äîêàçàíà ñàìî åäíàòà ïîñîêà íà òâúð-

äåíèåòî.

Çàäà÷à 3. Ñúùåñòâóâà ëè êâàäðàòåí òðè÷ëåí P (x) òàêúâ, ÷å çà âñÿêî n ∈ N óðàâíåíèåòî

P (P (. . . P (x) . . . ))
︸ ︷︷ ︸

n ïúòè

= 1 èìà 2n ðàçëè÷íè ðåàëíè êîðåíè?

�åøåíèå. Ñúøåñòâóâà, íàïðèìåð P1(x) = x2 − 2. Íåêà Pn+1(x) = (Pn(x))
2 − 2, n ∈ N. Òîãàâà

Pn+1(x) = P1(Pn(x)). Ñ èíäóêöèÿ ïî nùå äîêàæåì, ÷å çà âñÿêî a ∈ (−2, 2) óðàâíåíèåòî Pn(x) = a

èìà 2n ðàçëè÷íè ðåàëíè êîðåíè. Ïðè n = 1 òîâà å î÷åâèäíî. Íåêà òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà íÿêîå
n. Òîãàâà çà n+ 1 òî ñëåäâà îò òîâà, ÷å

√
a + 2 ∈ (0, 2) è Pn+1(x) = a ⇔ Pn(x) = ±

√
a+ 2.

Îöåíÿâàíå. 1 ò. çà ïðèìåð, 3 ò. çà èíäóêöèîííà õèïîòåçà è 3 ò. çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷èòå îò òåìàòà çà 10.-12. êëàñ ñà ïðåäëîæåíè îò Íèêîëàé Íèêîëîâ.


